Исследование неавтономных уравнений соболевского типа в банаховых пространствах: автореферат диссертации на соискание ученой степени доктора физико-математических наук: специальность 01.01.02 - дифференциальные уравнения by Сукачева Т. Г. (Тамара Геннадьевна)
0723963-( 
На правах рунописи 
УДК 5li.9 
СУКА ЧЕВА ТАМАР А ГЕННАдЬЕВНА 
ИССЛЕДОВАНИЕ НЕАВТОНОМНЫХ УРАВНЕНИЙ 
СОБОЛЕВСКОГО ТИПА В БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 
01.01.02 - дифференциальные уравнения 
АВТОРЕФЕРАТ 
диссер'!:l.ЦИИ на соис1<а.иие ученой степени 
доJ<Тора. фиэИJ<о-:!l.1а.тема.тичесJ<ИХ на.ун 
Новосибирс1< - 2001 
Работа выполнена. иа кафедре ыатематического анализа Новгородского госу­
дарстве1П1ого университета имени Ярослава Мудрого 
Научный консультант: 
Официа.льные оIПiонеиты: 
Ведущая организация: 
доктор физико-математических наук, 
профессор Г.А.Свиридю1<. 
доктор физико-математических иаух, 
профессор В.В.Дубровский, 
доктор фиэико-wатематических наук, 
профессор А.И.Кожанов, 
доктор физико-математических наух, 
профессор Ю.И.Сапронов. 
Московский енергетический институт. 
Защита состоится" _.LJ2_" Ht;.J: (# 2001 года в ....iJt__ часов на заседании 
Специа.лиэирова1П1ого Совета Д 212.174.02 при Новосибирском государственном 
университете по адресу: 630090, Новосибирск-00, ул.Пирогова, 2, аудитория 317 
главного корпуса. 
С диссертацией можио о:sиакоwиться в библиотеке Новосибирского государ­
ственного университета. 
Автореферат разослан "~ " 2001 года 
Ученый секретарь 
Специалиэирова.ниого Совета 
доктор фиэико-ма.тема.тичесюа: на.ух, 
профессор 
НАУЧНАА &И&ЛИОТЕКА 
КФУ 
1111111111111 
8111177471 
С.Г.Пятков 
О 7 2 З 9 6 З-/ 
-3-
Общая хара1Стеристшса работы 
.Ахтуальвость темы. Пусть U и F - банаховы пространства., оператор 
L Е C.(U; F), то есть пииеен и непрерывен, оператор М : dom М -+ F линеен, 
Эа.мJ<ИуТ и пJ1отно опредеJlен в U , т.е. М Е C/(U; F), а. опера.тор F: dom F -+ F, 
вообще rоворя, иеJ1инейный и в д&Jlьнейmем будет уточнен; ве1<тор-фуmщия / : 
IR-+ F. 
Диссерта.ция посвящена иссJlедоваиию однозначной разрешимости эа,ца.чи Ко-
ПIИ 
u(O) = Uo (0.1) 
д,"IЯ nолулuнейноzо неавтономноzо уравненus со6олевс1Соzо muna 
Lu = Mu + F(u) + f(t). (0.2) 
УравиеНИJ1 вида (0.2) принято на.эывать "собоJ1евсJ<Ю(И" ИJIИ "типа СобоJ1ева", 
T8J( 1'aJ< впервые нача.J1ЬНО-!<раевые задачи ДJ1Я JIИВейнwх уравнений в частных про­
иэводвwх, не разреmеяиых относитеJ1Ьно проиэводвых по времени, на.чu иэуча.ть 
С.Л.Соболев. 
К зада.че Коши (0.1) дJIЯ уравнения (0.2) сводятся ыиогие на.чаJ1Ьно-1<раевые 
задачи ДJ1Я уравнений и систем уравиевиА в частиwх производных, модеJ1иру­
ющих р&эJIИЧВЫе peam.нwe процессы. К таким модеJIЯЫ ыожно отнести уравне­
ние Баренбпатта - ЖеJ1това - Кочиной, оtmсwвающее фипьтрацию жи,ц~<ости в 
трещииовато-пористой среде; уравнение БуссииесА - Лява, модеJ1Ирующее про­
допьнwе вопнw в тоиком yпpyrow стержне с ;учетоw поперечиой инерции; уравне­
ние, модеJtИрующее евоJ1юцию свободной поверхности фипьтрующейся жидкости; 
уравнение Хоффа, модеJrИрующее динuоосу въmучивавия двутавровой бaJIJCИ; си­
стемы уравиевиА Ос1<олкова, wодепирующие течение иесжиwаемой ВЯ31<оупругой 
ЖИДJ<ости Кепьвива.-Фойrта, а та~сже задачу термо1<онве1ЩИИ указа.иной ЖИДJ<ости 
и др. Поетому одной иэ задач диссертации ЯВJ1.t1ется рассмотрение УJ<&Занвwх 
прЮ<nадных за.дач с ТОЧJ<И эреиия: едииой теорЮ!:. 
При построении тuой теорЮ!: приходится сталЮU1а.ться со сJ1едующей пробJ1е­
мой. Пусть существует опера.тор i-1 Е C.(F; U), тогда. уравнение (0.2) тривиа.ль­
но редуцируется к уравнению 
где Т = L- 1м 
кра ТJ<ой записи 
u = Tu + H(u) + h(t), (0.3) 
domM-+ U, H(u) = L-1F(u), h(t) = L-1/(t), ИJIИ в более 
u = A(u,t). (0.3') 
Еспи в (О.3') оператор А( u, t) Е C00(U х JR; U), то одяоэна.чиая J1ОАJ1Ьная раз-· 
решимость задачи (0.1), (О.3) иссJ1едуется с помощью обобщения известной тео­
ремы Коши, то есть в етом сJ1учае УJ<8.Эаниая задача имеет единственное решение 
u = u(t) Е U ДJIЯ всех t иэ не1<отороrо Ю1тервuа (-t0 , t0 ). 
ЕсJ1и оператор Т оrра.вичен, то задачу (0.1), (О.З) можно иссJ1едова.ть методами 
теории поJ1угрупп. 
ДействитеJ1ьно, пocJ<OJIЬJ<Y ограииченнwй опера.тор Т JU1ляется генера.тором 
ана.литичесной группы {U': t е JR} разрешающих операторов уравнения 
u=Tu, (0.4) 
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то задачу Коши (0.1) для уравнения (0.3) можно свести к интегральному уравне-
нию 
u(t) = U'ио + L' ui-.(H(u(s)) + h(s))ds. (0.5) 
Благодаря ус,1овияы на оператор Н и ве:ктор-фуи:кцию h, уравнение (0.5) можно 
решить методом последовательных приближений, причем оказывается. что по,;у­
чекное решение является решением задачи (0.1), (0.3). 
Группу {И': t Е IR} можно представить в виде интеrра.ла Данфорда - Тей-
лора 
И'= 2~i ! R"(T)e"'dµ. , 
r 
(0.6) 
где R"(T) = ( µ./ -Т )-1 - резольвента оператора Т, а контур Г С С ограничивает 
область, содержащую спектр и(Т) оператора Т. 
Предположим Тt·перь, что оператор Т = L-1 М ceirnюpua.мti, то есть суще­
ствуют константы а е IR и 0 Е (7r/2,7r) та:кие, что се:ктор S.,e(T) = {µ. е 
С: larg(µ.-a)I < 0, 1i #а} лежит в резольвеитиоw множестве р(Т) oпepaтo­
const ра т, причем llR"(T)ll1:(U) $ -, --, при всех µ. е s •. e(T). Тогда, :ка.:к следует ИЗ µ. - а 
:классичесюо: результатов, существует единствеи:ная полугруппа {И' : t е IR+} 
разрешающих операторов уравнения (0.4), которую тоже wожяо представить ин­
тегралом (О.бJ, где контур г с s •. e(1') таков, что 1 argµ.\ -+ е при lµ.I -+ оо. 
µ. Е Г. И, следовательно, задачу Коши (0.1), (0.3) и в етом случае можно свести к 
интегральному уравнению (0.5); ТОЛЬКО В l/ITOM уравнении {И': t € IR.+} - раз· 
решающая полугруппа операторов уравнения (0.4) с се:кториа.JIЬRЫЫ оператором 
т. 
Проблеыа возникает, когда оператор L необратиы, в частности, когда его ядро 
ker L # {О}. Такой случай возникает во всех перечислеивых выше прикладных 
задачах, поетому его изучение представляет несоwвеивый интерес. 
Нетрудно заметить, что задача (0.1), (0.2) разрешиыа не для любого началь­
ного значения u0 Е И. Поетому актуаJIЬным .является поиск таких допустимых 
начальных значений uo Е И, при которых задача (0.1), (0.2) однозначно разреши­
ма. 
Задача (0.1), (0.2) в автоноwиом случае (/(t) _ О) изучалась ранее 
Г.А.Свиридю!iом. ПоиС"к множества допусnwых начальных даивых u0 Е И при· 
вел его к созданию ыетода фазового пространства. Основы етоrо метода были 
заложены в его кан,;~;идатской диссертации, затеы развиты в до:кторской диссер­
тад;ии. Автор данной работы тоже внес некоторый в:клад в развитие етого метода 
[14]. 
Идея :11етода фазового пространства заключается в сведении автономного 
(f(t) := О) уравнения (0.2) к уравнению u = B(u), задаияому не на всем И, а 
на некотором (гладком банаховом) wиогообразии, вложеииом в И, .являюшимся 
фазовым пространством етого уравнения в смысле Д.В.Аносова. Пользуясь етим 
методоы, удалось показать, что в ря~е иитересяых с точки зреиия приложений 
,,пучаях фазовым пространством автономных уравнений вида (0.2) спужит бана­
хово ыиогообраэие С"" -диффеоморфное образу разрешающей груIПIЬI (полугруп­
пы) уравнения 
С ij - Мц 
1 l!JYЧIЩJ Б'°6Jl:fUTE:tA f 
\ мм, Н. t1. Лобачевского / 
' llШlit":KOfO roc. '''~hГ:P"'Tm 
(O.i) 
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В случае линейного уравнения (0.7) фазовое пространство просто совпадает с 
образом. 
При исследовании разрешимости задачи Коши для уравнеиия соболевского 
типа были введены в рассмотрение относител•но сnе11:тра.л•но ограниченные опе­
раторы и соответствующие им груlПIЬI разрешающих операторов с ядрами урав­
нения (О. i), а также относuтел•но р-се11:тори11.1аные операторы и соответствую­
щие им разрешающие полугруIПIЫ операторов уравнения (0.7). 
В настоящее вреыл теория относительно и-ограниченных (относительно р­
секториальиы:х) операторов и соответствующих им групп (полугрупп) опера­
торов с ядрами интенсивно развиваетсл. Некоторые направления развития 
11той теории намечены: в ка.ндидатских диссертациях А.А.Ефремова, А.В.Келлер, 
В.Е.Федорова.. 
ОТ).(етны принципиальное отличие даиJlого полугруппового подхода от мето­
да слабы:с решенuu (И.А.Сидоров, О.А.Романова., М.В.Фалалеев), метода реzу­
АЯрuзациu (А.И.Кожанов), и метода дuфференцuа.л•ны:с е1с.моченuu (R.E.Showalter, 
T.W.Ting). 
Км уже указывалось ра.вее, в приложениях довольно часто встречается не­
автономиы:й случай. то есть когда в уравнении (0.2) /(t) ф О; в частности, /(t) 
может отвечать 1<акому-либо внепn1ему воздействию, и ато воздействие является 
фующией от времени. 
Таким: образом, имеется класс коШ<ретиых прИ1<J1а,цных за.дач, 1<оторые сво­
дятся 1< неавтономной абстраJ<тной за.даче (0.1), (0.2). Но непосредствею1Ое рас­
пространение метода фазового пространства на случай неавтоноМВЬ1х уравнений 
сопряжено с некоторыми трудностяыи, и основной трудностью здесь является 
разработка понятия 1<онфиrурациоиного пространства, обобщающего понятие фа­
зового пространства. в автономном случае. Следовательно, исследоваиие неавто­
номиых уравнений соболевского типа. и разработка нового метода. их исследова­
ния - метода 1<онфиrурациоm1Ого пространства - является а~туал•ноu зад11чеu. 
Цель работы. Uелью диссертации является построение теории разреmиыости 
за.дачи Коши (0.1) для неавтономиых полу линейных уравнений соболевского типа 
(0.2.), а тахже разрабоТ!<а ыетода. 1<онфиrурациоиного пространства, позволяю­
щего получить описание множества допустимых начальных значений указанной 
за.дачи. 
Методы исследовавиJ1. Основным методом исследования служит метод кон­
фиrурациовного пространства, являющийся обобщением метода фазового про­
странства, который был использован для изучения автономных уравнений. Со­
держание уJ<&ЗаиJIОГО метода составляют р&.зличные результаты линейного И 
нелииейвого фующионального анализа., в частности, теории относительно р­
секториальиы:х операторов и аналитических (полу)групп, теории дифференциру- · 
емых банаховых многообразий. Основным инструментом исследования с.'Iужит 
понятие относительно р-секториапьного оператора. Заметим, что случай р =О 
расс:.11:атривался в докторской .ф'lссертации Г.А.Свир~юка. 
Научиа.11 новизна и прахтичес:кая цеииость. В диссертации по,1учены сле­
дующие основные резу.'Iьтаты: 
1. Изучена разрешимость начально-краевых задач для линеаризованных си­
стем уравнений Осколкова иенулевого и высшего порядка. 
2. Исследована разреаnm~ть 3адачи (0.1), (0.2) при условиях, при которых 
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оператор J/ является и -оrраничеииым относительно 6upacщtnA.ll'»Щtlo оператора 
L. 
3. Исследована разрешимость указанной з11.дачи в предположении, что опера­
тор 1\.1. сильно (L,р)-секториален. 
4. Описа.вы нормальные формы и конфигурационные пространства полу ЛИНС'Й­
ного неавтономного уравнения (0.2) в случаях п.п. 2 и 3. 
5. Доказаны теоремы, дающие необходимые и достаточные условия: существо­
вания единственного решения задачи (0.1), (0.2), являющегося квазистационарной 
полутраекторией. 
6. Все абстраJ<тные результаты иллюстрирова.вы коЮ<ретны~tи начально­
краевwми задачами для урааиеиий и систем урааиекий в частных производных, 
моделирующих течение несжимаемой вяэкоупругой жиДt<ости Кельвииа-Фойrта 
различного пор.ядка. 
7. Приведены полные описания конфиrурациоННЬ1х пространств указанных 
прикладных задач. 
Отметим, что все указе.иные задачи в данной постановке рассматриваются 
впервые; и результаты, полученные для них, являются новыми. Исследования 
базируются иа строгих :математических доказательствах, причем в соответству­
ющих частных случаях получаются известные результаты. 
Результаты диссертации могут быть использованы в дальнейших исследова­
ниюt по теории раэрешиыости задачи Коши для уравнений соболевскоrо типа. а. 
таюt<е могут быть полезны при решении ряда прИJ<Jiадных задач :1о1аrнитогидроди­
наыИЮ1. Они могут найти применение в исследованиях, проводимых в Воронеж­
ском, Новосибирс11ом, Уральс11ом и ЧелябЮ1ско:d уииверситетах, ИМ СО РАН, 
а таJОКе в других университетах и математических ивстнтутах. 
Апробация работы. Основные рез;>·льтаты диссерта.ции до11ла.дывались на 
совместных заседв.ииях семинара им. Г.И.Петровского и Мос11овсI<ого математи­
чесJСОrо общества (МГУ, 1995, 1998 rг.) [31, 46], на Воронежс110А зимией матема­
тичес11ой !Пl<ОЛе в 1995 г. [42], на международной конфере.~щии по математичес11ой 
фиэИIСе (Кисегач, Челябиис11, 1995 г.), на международной конфереКЦJm и Чебы­
шевсl<Их чтевиях, посвящеииых 175-летию со .цвя рождения П.Л.Чебышева (~lо­
сква, 1996 г.) (33], ва международной математичес11ой конференции "Topo\ogical, 
variational&singularities methods in nonlinear analysis" ( Г д/1.ЯЬск, l 99i г.), на конферен­
ции "Современиые проблемы математИl<И наJ<а.вуие третьего тысячелетия" ( Челя­
бикск, 1997 г.) [48], иа третьем и четвертом сибирском конгрессе по прИ1Сладиой 
и ин,цустриальной ыатематюсе (Новосибирс11, 1998, 2000 гг.) [32, Зб], на девятом 
wеждуио.родноы коллоквиуме по дифференциальньw уравиеии.ю.! (Пловдив, 1998 
г.) [39), на wеж,цународных конференциях в Новосибt1рс1<е {2i), ЧелябиисI<е [28) и 
l3елИ1Сом Новгороде (49, 50). 
А также были представлены на 111 М~>ж,цуНародиом конгрессе по юrдустриаль­
ной и прикладной математИI<е (Гаыб)·рг, 1995 г.) [41], иа :1о1еждународиой конфе­
ревwm по иелииейным диффереициальньn.r уравнениям (Киев, 1995 г.) [29], на Во­
ронежских математическкt uпюлах [34, 45], на шестой :1о1ежв;>·зовской конференции 
"~·(а тематическое моделирование и краевые задачи" (Самара, 1996 г.) [44], на Все­
российской конференции, посвящениой пiutnт,1 В.К Иванова (Екатеринбург. 19!!8 
г.) [47], на международных сиш~озиумах по нелинейной теории и ее приложениям 
(::'-lOLTA ·93, ::'-lOLT..\.'95, ~OLT..\.'96) , на ШJ<олах [:NJ, [::!6] и с~:1.iинаре [25]. 
Результаты диссертации докладывались и обсужда.'lись иа се:1.1ИИа.ре !1од рук. 
-7-
проф. Г.А.Свиридюка. (Челлбииский государственный университет}, на семина­
ре под рук. проф. Ю.А.дубинского (Московский 11нергетический институт), на 
семинаре под рук. проф. А.И.Прилепко (Московский государствениый универ­
ситет), на семинаре под рук. проф. А.П.Солдатова в Новгородском государ­
ственном университете (неоднократно); а таюкс на сс:-.fииарах "Математическое 
моделирование механики сплоIIIИЫх сред" (рук. член-корр. РАН В.Н.Монахов, 
член-корр. РАН П.И.Плотншюв) ИГиЛ, "Нек.'!ассические уравненил !dатемати­
ческой фиэИJ<И" (рук. проф. В.И.Врагов) ИМ СО РАН, "Качественна.я теория 
дифференци&Jtьиых уравнений" (рук. проф. Т.И.ЗелеНJIJ() ИМ СО РАН. на объ­
еДЮ1еином семинаре кафедры теор1m фующий Новосибирского государственного 
университета (рук. академик РАН М.М.Лаврентьев). 
Пуб~ации. Основные реэультаты диссертации опубликованы в работах 
[1] - [50). В совместных публиющиях с научным 1<онсультантом Г.А.Свиридюку 
принадлежат постановки задач и некоторые идеи доказательств. А в совместных 
работах с учеиика.'\fИ (О.И.Матвеева, М.Н.даугавет и др. ) постановI<И задач 
принадлежат автору настоящей работы. 
Работа под.цержана Международным научным фондом дж.Сороса (грант 
ISF(1993), гранты ISSEP d95-1320, d97-756, d99-1024) и Российсюw фондом фун­
даментальных исследований (грант РФФИ 1998 г.}. 
Струхтура в объем ,циссертацвв. Лиссертационва.я работа состоит из вве­
ден:ия, трех глав, списка обозначений и соглашений и списка литературы , ко­
торый содержит 278 наименований. Общий объем диссертации составляет 246 
страниц МIUIIИИОПИСНОГО текста. 
:Краткое иэложеиие со,цержани.я диссертации 
Во введении приводится постаяовJ<а задачи, обосновывается акту&Jtьность те­
мы диссертации, обсуждается историография вопроса, излагается краткое содер­
жание диссертации. 
Первая глава носит вспомогательный характер. В ней иэл&rаются необходи­
мые сведения из теории (L, и)- ограниченных и ( L. р)-секториальных операторов, 
ибо 11та теория является основой наших исследований. 
В п.1.1 вводятся за.м:Ю1утые относительно и-ограничеНИЬ1е операторы. Пусть 
И и :F - банаховы пространства, оператор L Е L.(U; :F), а оператор М Е Cl(U; :F). 
Введем в рассмотрt:ние L-реэольвентяое множество 
/'P,f) = { µ Е с: (µL - МТ1 Е L.(:F;U) } 
и L -спектр uL(.\f} = С \ pL( М) оператора Jf. 
Оператор-фуЯl<ЦИИ (µL - МУ1 , Rt(M) = (µL - М)-1 L, Lt(M) = L(µL -
М)-1 назовем соответствеяяо L-peзo,нвeNmoil, npaвoil L-peзo"нвeNmoil, левой 
L-peзo.1нвeNmoil оператора М. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1. Оператор И называется cneo:mpaл•No огр4мuчекNКМ 
отNосuтел•мо оператора L (в дальнейшем - ( L, и )-ozpaNuчeNNы.м), если 
3а Е IR+ 'iµ Е С ( /µ/ >а ) => (µ Е pL(M) ). 
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Пусть оператор ."r/ ( L, и )-ограничен, а контур Г = { µ Е С : /µ/ 
Рассмотрим интегралы тv.па Ф.Рv.сса 
Р = ~! R~(M)dµ, 
-11'1 
г 
r >а}. 
( 1.1) 
Можно показать. что в случае ( L,u )-ограниченности оператора .\/ операторы 
Р: U -+ U v. Q: :F-+ :F являются проехтора.wи. Тогда: U = U 0 rIJU1 ; :F = :F°$ 
:F1 • где И° = ker Р; U1 = imP; :F° = ker Q; :F1 = im Q. Обозначим через 
Lt(Лft) сужение L(Jl) ка u• ( dom.\/ nut ), k =О, 1. 
ТЕОРЕМА 1.1. Пуст• оператор М ( L,u )-ограничен. Тогдо. 
(i) Lt: ut-. :F•, Mt: (domMnU•)-. :Ft, k=O,l; 
(ii) сущест<1ует оператор М01 Е .C(:F°;U0 ); 
(iii) существует оператор L)1 Е .C(:F1;U 1); 
(iv) оператор Jf1 Е .C(U 1; :F1) . 
Пары (U• , ,;rt), k = О, 1 подпространств называются пар~и инвариантных 
пространств операторов L и J.f. 
Пусть выпо,1неиы условия теоремы 1.1. Тог;~;а существуют операторы R = 
.нr; 1 Lo Е ,C(U0 ) и s = L)1 М1 Е .C(U1 ). 
В ус.'lовиях теоремы 1.1 Ю1.еет место разложение L-реэольвситы оператора М 
в ряд Лораиа 
00 
(µL-1\·f)- 1 = - Lµ•R•M01(1-Q) + 'L,µ-tSHL) 1Q. 
k:O k=I 
в области {µ Е С: /µ/ >а} . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2. Точка оо называется 
(i) устранимой особой тoчsoil, если R =О, 
(ii) пол10сом порsдsа р, если R! ::j:. О, а R,P+t =О, 
(iii) существенно особой точsой, если R9 :/:О при всех q Е IN. 
Случаи (i) и (ii) будем объединять в случай "несущественно особая точка". 
Любой ве1<тор 'Ро Е ker L \{О} будем называть собственным ве~тиром опе-
ратора L. Упорядоче1П1ое ииожество { <,'1, '/12, ... } С U на.зовем цr.nочrой ."\.f -
npv.coeдv.нeннfll.Z векторов собствеивого вектора .,:>о , если Lo,p9+1 = i\,/o,p9 q = 
0,1" .. ; .р9 r/: ker L \{О}, q = 1,2, .... Мощность конечной цепочки называется 
ее длиной. ЛЮ1ейиая оболочха всех собствекиых и М -присоединенных векторов 
оператора L называется М -сорневf1U4 .АV.неалом. Ес.1и 1\4. -корневой лииеа.1 
заWJ<Нут, то он называется М-sоркевмм пространством оператора L . 
ТЕОРЕМА 1.2. П71ст• оператор М (L,и)-о:гранv.'&ен, а то'&.:а оо яв.uеmи 
(i) существенно особоt. точ~~:ой L-резо.Аtвентк оператора .14. Тигда М -
~сорневоt. лuнеал оператора L еодер:ж:uти в И° ; 
(ii) пол10еом порsдж;а р Е 11/' L-резо.А•венты оператора .\/ Тогда il/ -
icopкeeoe пространство оператора L совn4дает с U0 , v. J,iuнc& "1юбиil цепо'<~си 
.\{ -прuсоедv.ненныz ee.:mopoe л'IО6020 собственного ееа:тора оп~р1tтора L не пре· 
80С%одит '<V.СЛ'1 р ; 
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{iii) устранимо'й особой точ.,.;ой L-резомвенты оператора 
U0 , im L = :F1 , ·и любой собственный ве.,.;тор оператора 
присоедuненны:~: ве,.;торов. 
М . То~да ker L = 
L не ·11меет ,\./ -
Оператор L называется бирасщеnлnощ1,м, ес.'!И его образ iш L и ядро ker L 
дополняемы в пространствах :F и U соответственно. 
ТЕОРЕМ . .\ 1.3. Пуст• оператор М Е C.(U: F) q -ограничен относитемно бu­
pacщenAJl'ЮЩezo оператора L. Тогда любой собстеенны·il. ве~.:тор оператора L име­
ет цепоч11:у 1\1 -прuсоединенны:~: ве11:торов 11:онечноil длины. 
В п.1.2 изучаются аналитические груrmы разрешающих операторов уравне­
ния(О.7). Здесь пространства U и :F и операторы L и М те же, что и в п.1. 
Пусть pL(M)-:/:- 0, тогда уравнение соболевскnго типа (0.7) ~.южно редуцировать 
:к паре i!tКВИВалентных ему уравнений 
RLa(M)u = (aL - .\.f)-1 .11-/u, 
LLa(M)j = M(aL - .иг 1 1. 
(1.2) 
(1.3) 
где а Е pL(M). С учетом того, что операторы (aL - МГ1 М = (aL - !vl)- 1aL- l и 
M(aL - М)- 1 = aL(aL - !vl)- 1 - / непрерывны, а уравнения (1.2) и (1.3) заданы на 
пространствах U и :F соответственно, их можно рассматривать ка.:к конкретные 
интерпретации уравнения 
Ati=Bv, ( 1.4) 
где операторы А, В Е C.(V), а V - не:которое баиахово пространство. Решени­
ем уравнения (1.4) называется веJ<Тор-фующия v Е С00(пt; V), удовлетворяющая 
i!tToмy ;уравнению. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.3. Отображение \,'• Е C00(1R; C.(V)) называется группой paз­
pet.uczmцuz оnервторов (:короче, рвэрешвющей группой) уравнения (1.4), если 
(i) '11 Е IR Vt Е IR v•v1 = v•+r i 
(ii) при любом L'o Е V веJ<Тор-фующия v(t) = i11v0 есть решение уравнения (1.4). 
ТЕОРЕМА 1.4. Пуст• оператор М (L, q) -ограничен. Тогда существу"'т ана­
литичес~:ие раэреша·ющие группы уравнений (1.2) и (1.3), име10Щие соответствен­
но вид 
U1 = - 1-j RL(M\e""'dµ 21Гi µ ~ , (1.5) 
r 
где контур Г ~1ожно взять следующим Г = {µ Е {':!µ!>а}. 
Множество ker v·• = { v Е V : V 1v = О 3t Е IR} назовем .ядром, а ~.шожество. 
im \.-'" = { v Е V : v = V 0 v} - образом ана.'lитической гр)'ППЫ { V 1 : t Е IR}. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.4. Множество В С V называется фазовым 1~ространством 
уравнения (1.4), если 
(i) любое решение v = v(t) уравнения (1.4) лежит в 8, т.е. 
'-lt Е IR 1•(t) ЕВ; 
(ii) при любом vo Е В существует единственное решение v Е C·"'(IR: V J задачи 
Копm 1•(0) = t·o для уравнения (1.4). 
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ТЕОРЕМА 1.5. Пуст• оnератор М (L.u) -ограничен, nричем оо - уr.трани­
ми особи точа:а либо nолюс nор1д1Са р Е JN L -резо.1нвенты оnератора }v/. Тогда 
фазовое nространство уравнения (1.2) ( уравнени.я (1.3)) совnадает с образо.1>1. со­
ответствующей раэрешающеil груnnы (1.5). 
В п.1.3 приводятся необходимые и достаточные условия для существова­
НИJI фазовых пространств. Сформулируем ряд необходю.!Ых условий ( L. и)­
ограниченности оператора М в случае, когда оо - несуществеЮiая uсuбал 
тоЧJ<а L -резольвенты (µL - .:i.f)-1 оператора М. 
(А 1) Длина любой цепоЧJ<И .\1 -присоединенных векторов любого собственного 
вектора оператора L огрRяичева числом р Е {О} U IN . 
(А2) !tf -корневое подпространство U0 опера.тора L - дополняемое подпро­
странство пространства. И. 
Обозначим через U2 =И еИ°. Положим ."J [И°)= J=O, L [U2 ] = Р. 
(АЗ) :F = J=0 ЕБ :F2. 
Обозначиы через Мо сужение оператора М на U0 • 
(А4) Существует оператор 1'v/0-• Е J:.(J=O;U°) . 
Обозначим через Lo сужение оператора L на И° . По построению L0 Е 
С.(И°; 7=°). Положим R = М01 Lo Е J:.(U0 ). 
Обозначим через L2 ( ."12 ) сужение оператора L ( J'v/ ) на подпространство 
U2 , а через Р2 ( Q1 ) - проектор вдоль И° ( ;:о ) иа U 2 ( Р ). В силу теоремы 
Банаха существует оператор L21 Е J:.(P;U2 ) • Введем в рассмотрение оператор 
Т . равный сужению оператора М01 ( l -Q1)М: на U2 , и оператор S2 , равный 
сужению оператора /;i 1Q2M на. U 2 • Очевидно, ТЕ J:.(U2 ;U°) , а S2 Е J:.(Ul). 
Построим множество U 1 = { u Е U : u = (1 - G)u2 , u2 Е U2 } , где оператор 
G = Е:=0 Jl9TS~ Е J:.(U2;U0 ). 
ТЕОРЕМА 1.6. Пуст• выnолнены все условия (Al) - (А4) . Тогда оnератор М 
( L,u )-ограничен, nричем оо - несущественна.я особи mоч1Са L -резол•венты 
оnератора .tf. 
Уравнение (0.7) нетрудно редуцировать к системе уравнений 
rде через R, Т и S2 обозначены соответствеиио сужения операторов ,\.101(/ -
Q2 )L, J\./01(/ -Q2)1\t/ и L2 1Q2.'v/ на подпространства U0, U2 и U2 соответственно, 
а через L2 обозначено сужение оператора L на подпространство U2 • По постро­
ению операторы R Е ,C(U0 ), Т Е J:.(U2 ;U0 ), S1 Е C.(U~), причем оператор R 
нильпотентен, и его степень нильпотентности не превосходит числа р из условия 
(Al). 
ТЕОРЕМА l.i. Пуст• выnолнены все условия (Al) - {А4). Тогда 
(i) множество U 1 - фазовое nространство уравнения (O.i); 
(ii) множество U 1 - nодnростракство в И тоnликейно изоморtfrное nодnро­
стракству U2 , npи"'&e.w И = И° ЕБ U1 ; 
(iii) (U1 = U 1 ) <==> Т:: 0 ). 
Рассмотрим три частных случая. 
Пусть L Е .C.(U; :F) - бирасщеnА110щиiL оператор, и <>ператор .\/ '= .C.(U: :F). 
Введем в рассмотреииР два ус.11овия. 
-11 -
(Bl) Любая цепоЧJ<а ."-/-присоединенных векторов любого собствеююго векто­
ра оператора L имеет длину, равную р Е J:ll. 
Обозначю.1 чеrн~з coim L = и -? ker L дополнение !< ядру ke1· L. Пусть L -
сужение оператора L на coim L. В силу теоремы Банаха существует оператор 
1.-1 Е .C(im L; coim L ). П)•сть выполнено условие (Bl ). Тогда с~·ществуют линеалы 
UOq = L-1 .H[U09 - 1], u00 = kerL, q = 1, 2, "., р. Очевидно, M[U0 P] niшL ={О}. 
(В2) :\/[U0•] tf' im L = F. 
ТЕОРЕМА 1.8. Пуст• операторы L,M Е .c(U;F), прu"ем оператор L - 6u-
pacщeп.l\Jl'10Щuu. Пуст• выполнены условwr (Bl) u (В2). Тогда оператор Jl (L.11) -
ограни"ек, прu"ем .::ю - кесуществекнаs особаs то"tо:а L -резолtвенты оператора 
м. 
Оператор L назовем ljредголtмовым. если его индекс iпd L = О. 
ТЕОРЕМА 1.9. Пуст• оператор L Е .C(U; F) - фредголtмов, а оператор М Е 
.c(U; F). Тогда с.11еду10щuе утвержденшr n:вuвалекткы: (i) Оператор М ( L, 11 )-
о~ракu"ек, прu"ем оо - кесущестееккаs особаs то"w:а L -резолtвекты оператора 
М; (ii) выполнено условие (Al). 
ТЕОРЕМА 1.10. Пуст• dimU = dimF, u существует то"w:а о Е {: тato:as, "то 
det(oL - lvf) "1- О. Тогда оператор М (L,11)-ozpaкu"eк, прu"ем оо - устракuмаs 
особаs то"tо:а .11u60 пол10с L -резолtвекты оператора М. 
В п.1.4 рассматриваются относительно р-секториальиые операторы. З.:1есь 
пространства U и F и операторы L и М те же, что и в п.1.1. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.5. Оператор М называется р-сеw:mорuалtкым откосu­
телtко оператора L (короче, ( L,p )-сеw:mорuалtкым), если существуют константы 
Jr а Е ffi. И 0 Е (2,11") такие, что сектор 
Si.o(.\1) = {µ Е С: \arg(µ - а)\ < 0, µ 1- а} С рс.(М), 
причем ma.x{ 11 Rf",,)(M) llG(UJ , 11 Lf",,)(M) lk!FJ } const при любых , 
П \µ, -al 
q:I) 
110. 111 •• " • µ, Е Si .• (.\./), где Rf",,p.t) = П~=о R~,(JI), Lf",µ,(J1) = П~=о L~,(M). 
ЗА:УIЕЧАНИЕ 1.1. Не теряя общиости, можно положить а= О в определении 
1.5. 
В п.1.5 изучаются аналитические полугруппы разрешающих операторов урав­
нения (0.7). 
ТЕОРЕЛ-fА 1.11. Пуст• оператор .\1(L,p)-cetm10puaлeн. Тогда существу-
ет aкaлuтu"ecw:wr и равкомерко ozpaкu"eккwr разреша10щаs полугруппа уравненwr . 
(1.2)( уравкекwr (1.3)), uм~llnЦwr соответству~ощuu в·ид (1.5), толtw:о r:окт71р Г 
имеет вuд г = {µ Е с: \argµI-+ е прu 1µ1-+ xi}. 
TEOPE~IA 1.12. Пуст• оператор М ( L,p \-cetm10puaлeк. Тогда 
(i) операторы Lo: U0 -+ Р, Мо: U0 n dom i'vl-+ Р; 
1ii) оп.сратор L 1 : И1 ~ F1; 
(iii) сущ~:сm.вует onepamop .\101 Е .С(:F°;И°). 
Здесь U0 и F° -- ядра, а U 1 и F 1 - образы соответствующих полугруr.п 
(1.5). L• (;\/•) сужение оператора L (М) на u• (u• ndom.\.l), 1.: =О, 1. 
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В 1<0Jще 1tтого параграфа изучены фазовые пространства уравнений (1.2) и 
( 1.3). 
ТЕОРЕ~А 1.13. Пуст• оператор .W(L,р)-се.:ториален. Тогда фазовое про­
странство уравиеии.я (1.2)((1.3)) совпадает с образом U 1 (.1'1). 
В п.1.6 приводятся условия, достаточные для существования едиииц р11.зреша­
ющих полуrрупп уравнений (1.2), (1.3). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.6. Оператор М называется сил•ио ( L,p )-се~;ториал•иым 
справа (слева), если он ( L,p )-секториален и при всех Л, µо, µ1, ... , µ 9 Е s;,6 (.\1) 
llRf",,p.f)(ЛL - М)-1 М ullu :5: 
где const = const( u) 
const 
р 
1л1П1µ91 
q=o 
о (существует плоТИЬIЙ в .1' JIИНеал .1' та1<ой, что 
где const = const(/) ). 
'VuE domM, 
V/e}. 
ТЕОРЕМА 1.14. Пуст• оператор М сш"ио ( L, р )-се~сториалеи справа (слева). 
Тогд11 существует едиииц11 полуzруппы {И' : t Е R+} ( { F' : t Е IR+}). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.7. Оператор М называется сUАаио ( L,p )·се~;торuал•иым, 
если он сильно ( L, р )-секториапев слева и при любых Л, µ 9 Е S~(M), q = 
о. 1"." р 
ТЕОРЕМА 1.15. Пуст• оператор М сuл•ио ( L,p J-ceicmopuaлeи. Тогда суще­
ствует оператор L~ 1 Е J:.(.1'1;U1 ). 
Вторая rлава посвящена исследованию задачи (0.1 ), (О.2) в случае, 1<огда опе­
ратор М является (L,ст)-ограиичеивым. 
В п.2.1 изучается разрешиwость задачи Коши (0.1.) для линейного неоднород­
ного уравнения соболевс1<ого nma: 
Lu= Ми+/. (2.1) 
Здесь операторы L Е L.(U; .1') и М е С/(И; .1'), причем ker L #: О, И и .1' -
бавв.ховы пространства. 
ТЕОРЕМА 2.1. Пуст• оператор М (L, ст)-оzраиu"Чеи, оо - устраиимwr осо-
6111 то"Ч~са .11000 по.1110с пор1д11:а р Е IN L -резо.11•веиты оператора .'tf. Тоzда при 
.11-юбом f Е С00 (/:;.1') и при .11-юбом ио Е ."'11 существует единственное решение 
u Е C00(/:;U) задачи (0.1), (2.1) имеmцее вид: 
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В п.2.2 с по:1.10щью результатов п.2.1 исследована задача Коши - Дирихле для 
системы уравнений Осколкова 
{ 
(l -re'V'2 )v1 = v'V 2t• -(ii · 'V')t• - (v · 'V')ii- 'V'p + f, 
O='Y'·v (2.2) 
моделирующей в линейном приближении течение вязко упругой несжимаемой жид­
кости нулевого порядка. Здесь v = ('111, ••• , v"), vk = vk(z, t), k = Г,n соответству­
ет вектору скорости жидкости; фуи~щия р = p(x,t) отвечает давлению жидко­
сти; вектор-ф~rнкция f = (/1, ... , fn), Л = /k(:r) характеризует объемиые силы; а 
ве1<тор-функция ii = ( i:1 ••.• , ii"), iik = iik(ж) соответствует стационарному решению 
исходной системы. Парам:етр /1 Е IR+ характеризует вяэкие, а параметр re Е IR 
- упругие свойства жидкости. 
В атом параграфе получена теорема (теорема 2.2.1.) существования единствен­
ного реше1mя у1<азаииой задачи и получено описание ее фазового пространства. 
Показано, что в рассматриваемой модели фазовым пространством является пол­
ное аффинное многообразие, диффеоморфвое некоторому подпространству в U. 
Найден бо:rее простой вид оператора L. 
В n.2.3 исследована первая нача.1ьно-1<раевая задача для системы уравнений 
ОсколксJва 
{ 
(1 - e'V'2)v1 = v'Y'2v - (ii · 'V')v - (v · '\')ii+ 
к 
+ L: /3,V' 2ш; - '°Р + f, 
i=l 
о = 'il. v, 
дw, ---"дt = v + а,"'1;, а, Е IR._, i = 1, /(, 
(2.3) 
).tоделирующей в линейном приближении дивамЮ<у несЖЮ4аемой вяэкоуnругой 
жидкости Кельвина - Фойгта порядка К > О. 
В п.2.4 изучена разрешимость задачи Коши - дирихле для системы уравнений 
Осколкова 
(1 - re'il2)u1 = 11'il2u -(ii · 'V')u - {u · 'il)ii+ 
.\1 nм-1 
+ L: L: A ..... v2w,,.,,-\7p+f. 
m=\ •=1 
о= 'У'. и. 
дw.,.,о --~ = и+ a,,.w.,.,, , m = 1, ,\{, 
ди• ..... -дt = sw,,.,,_ 1 + a.,.w.,._, , s = 1, n,,. - 1, 
а,,.< О, А.,.,,> О, 
(2.4) 
моделирующей в .'I1mеЙН0)4 приб,1ижении течение вяэкоупругой несжимаеыой жид­
кости Кельвииа-Фойгта порядка k > О, k = n 1 + n2 + ". + nм. Системы (2.3 ), (2.4) 
пол)·чены в результате ливеариэации соответствующих моделей [15] , [1 i]. 
В п.п. 2.3 и 2.4 доказаны теоремы существовавия единственного решения ука­
занных задс.ч (тейреыы 2.3.1 и 2.4.1), обобщающие результаты п.2.2. 
В п.2.:~ расещ~.тривается зRдача (0.1), (0.2) в случае относительной 17-
ограничеиности оператора М. 
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Пусть И и F - баиаховы пространства, операторы L Е .с(И; F) и 
.\{ Е C'x.(U;F), фующи.я f: IR-+ F. Рассмотрим задачу Коши (0.1) для уравнения 
Lu =.\!(и)+ f. (2.5) 
Пусть оператор L бирасщепляющий, обозиачюt через М~. Е {.(И; F) 
;~роизводную Фреше uператора .\.-[ в тоЧJ<е и0 Е И и введем в рассмотрение 
:.tепочки м:,. -присоединенных ве1<торов оператора L, 1<оторые будем выбирать из 
некоторого дополнения coim L = И е ker L к ядру ker L. Введем в рассмотрение 
ус11овие 
(Al). Независимо от выбора coimL любая цепоЧJ<а м:..-присоедииенных ве1<­
торов любого вектора .р Е ker L \{О} содержит точно р елементов. 
Обозначим через i сужение оператора L на coimL. В силу теоремы Баиаха 
о замЮ1утом графИJ<е uператор i : coimL -+ imL - топлииейиый изоморфизм. 
ПолоЖЮ& И8 = ker L и построим множества И~= Аq[И8], q = 1, 2, ... , р, где А = 
l-1 м:,.. Очевидно, :1.1иожества ~ С coim L являются 11ииеЙИЬD4и пространствами, 
с.'!едовательио. образ .Г: = м:,.[и:J есть тоже линейное пространство, причем 
~С-:: n im L ={О} (если выполнено (Al)). Введем в рассмотрение еще одно ус,'!овие 
(А2) . .Г:l'PimL=F. 
Уравнение (2.5) переmппем в виде 
Lu = м:.. и + F( и) + / , (2.6) 
где оператор F = },[ - м:,. Е С00 (И; F) по построению. Подействовu на уравнение 
(2.6) последовательно проекторами Qq, q = О, 1, ... , р, 1 - Q, ( Qq - прое1<торы 
на соответствую!Ц}!е подпространства F ), получим r&l<ВИВ&Jiевтную систему: 
:--де u~ Е U~, 
U 1, / 1 Е F 1 • 
соответственно. 
Lu~ = м:,.ug + Fo(u) + .fo, 
Lti~ = м:,.и~_, + Fp-1(u) + ~-i• 
(2.7) 
Lu 1 = tI - Q).'\,f(u) + /1. 
f; Е pt, Fv(и) = QqF(u) + QqM:..,u1 , q = О, 1, ... , р; u 1 Е 
( U 1 и F 1 - ве1<оторые подпространства простра.нств И и F ) 
ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Из теоремы 1.8 выте1<ает, что в расс:1.1атриваемом слу­
'!ае оператор ~\{:.. (L.и)-огрll.ШfЧев в тоЧJ<е uo, причем оо - полюс поряДJ<а р 
оператор-фуШ<ЦИИ (pl - и:..)- 1 . 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1. Решением задачи (0.1), (2.5) иазыsается ве1<тор-фуШ<ЦИЯ 
и Е C00((-t0 ; t0 );U), to = to(uo) >О, }'довлетворяющая уравнению (2.5) и условию 
\ ().1 ). 
Хорошо известно, что, во-первых, решения задачи {0.1), (2.5) с)·ществуют не 
:~;ля всех 110 Е И. Во-вторых, .:1аже в случае С)'Ществования решения у1<азаниой 
задачи оно может быть неедивствениы.'оl. 
Для }'странев:ия указа.ниых трудностей введем два определения. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2. Множество В' С Их ffi. назовем а:онфигурационны.м про­
странством уравнения (2.5), если для любой ТОЧ!<И u0 Е И тамой, что (ио,0) Е 6° 
существует единственное решение задачи (0.1), (2.5), причем (и(t),t) ЕВ'. 
ЗАМЕЧАНИЕ 2.2. Если В'= 8 х rn., где 8 С И, то ~1ножество 8 называется 
фазовым пространством уравнения (2.5). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.3. Решение и= u(t) задачи (2.5)- для которого выподНЛl'Т­
ся LU.0 :: О Vt Е ( -t0 ; t0 ), где и0 = Ри, называется а:ваэистач·ионарной траеа:торt1tй 
уравнения (2.5). 
Для выделения квазистационарных траекторий из ~mожества возмоЖНЪI:t ре­
шений задачи (0.1), (2.5) наложим два условия. 
(АЗ). f';lt):: О Vt Е ffi., q = 1, 2, ... , р. 
Рассмотрим множество й = {и Е И : и~ = conзt, q = 1, 2, ... , р}. Как нетрудно 
видеть, й - полное аффииное многообразие, моделируемое подпространством 
ug~u1 • Пусть ТОЧJ<а Uo Ей' через о" обозначим некоторую окрестность о ... с й 
ТОЧJ<И Uo· 
(А4). F9(u) =:О Vu Е о", q = 1, 2, . ", р. 
ТЕОРЕМА 2.2. Пуста: 
(i) операторы L Е C(U;F) и М Е C""(U;.F), причем L - 6·ирасще71А.1'ющий опе­
ратор, и выполнены yc.11oвuz (Al) и (А2); 
(ii) точ~:а (и0,О) Е 8°, где В'= {(и,t) Ей х ffi.: Qo(M(u) + /(t)) =О}; 
liii) ве1tтор-ф71на:цuz f Е C00(ffi.; F); 
(iv) выnо.11нены усАовш (АЗ), (А4). 
Тогда существует единственное решение задачи (0.1), (2.5), sв.11.Я·ющеесх кваэиста­
цuонарной трае-..-торией, nрuчем (u(t), t) Е вс Vt Е ( -to; to). 
В силу условий (Al) - (А4) система (2.7) в окрестности о" редуцируется к 
виду 
{ 
О= м:,.ug + Fo(u) + /g, 
Lu1 = (1- Q)M(u) + !'. 
(2.8) 
При доказательстве теоремы 2.2 устаиовлено, что систеь1а (2.8) в свою очередь 
редуцируется к виду u1 = Ф(u 1 ; t), где Ф Е С00 (О:._ х R;U1). 
В п.2.6 рассматривается система уравнений Осколкова 
{ 
(1 - ieV'2)v1 = 11V'2v - (v · V')v - V'p + J, 
о= V'. v, (2.9) 
моде.r1ирующая дииа.миJ<У несжимаемой вяэкоупругой жидкости Кельвина-Фойгта 
нулевого порядка. Функции v = (v1,v2 •... ,vn), v; = v;(x,t), ;с Е !Rn и р = plx.t)' 
и пара."4етры ге и 11 имеют тот же фиэиче..->.ий смыс;1, что и в модели (2.2). Функ­
ция f = (fi,f2,.",/n), f; = f;(x,t) хараJ<Т<':риэует внешнее воздействие, которое 
предподагается известным. Пусть S1 С ffi.", n = 2, 3, ~ - ограиичеииая область 
с граmщl!й дf! к.'lасса С"". 
Д;1л сиеп•мы (2.9) рассматривается задача Коши - дирих.'lе 
t•(x,O) = vo(x) Vx Е !1, 
u(x,t) =О V(x,t) Е дП х ffi.. 12.10) 
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От системы (2.!J) перейдем к аквивалентной систе!.1е 
{ 
(1-re'\:"2)v1 = v'V 2v - (v · 'V)v -р+ /, 
О= -V'('V · v). 
Ре.цуцируе!.1 задачу (2.9), (2.10) к задаче (0.1), (2.5). для 21того nоложюt 
и = н~ х н~ х Нр. 
где На - за.'l.1ыкание в норме L2(11) = (L2(!1))n линеала соленоидальных векторов 
{v Е (С0(Щ)n : 'V · v =О}, Н. = н; , Ир= Н • . Обозначим чере:1 !: : L2(Щ-+ На 
. 
ортопроектор. Тогда !: Е .C((Wl(n)n И-'1 (11))" . Положим im~ = н; . ker ~ = Н~ . 
Опера.торы L , М : И -. F оnределm.1 форму.'lами 
( 
~.4"Е ~А.П О ) 
L := П.4"!: ПА.П О , 
о о о ( 
~В(и. + u,) ) 
M(u) := ПВ(u. +и") - Up , 
C(u" +и.) 
где П = / - !:, А"= 1 - ie'\72 i В(и" + u,) := 11'V2(u. + u,)- ((и"+ и,) · v)(u. + 
u,),C(u. + u,) := -'V('V ·(и. +и.)), и= (u.,u"up)· 
ТЕОРЕМА 2.3. Пуста n = 2, З, 4 и л- 1 '/. ст(А) U ст(А •• ). Пуста / Е 
C""(R; L2(11)) , 4 (vo,O) Е 8° . Тогд4 д-АЯ "е1:отороzо t0 = to(Vo) существует един· 
ственное решение ( v, р) .юд4ЧU (2.9), (2.10) m4t:Oe, что v Е C""((-to, to) i н~) ' 
v. =О , 4 р = А;~ПА; 1 (В(v.) + /.(t)) + /.(t) . 
Здесь В* = {(u,t) Ей х m. : А~ПА;1(В(u") + /"(t)) + /,(t) = u,, и, =О} 
является конфиrурациоивым простраиствоw рассматриваеwой за.дачи. 
В п.2. 7 изучается за.дача Тейлора дпя систеwы (2.9), моделирующая ситуа· 
цию, когда вязкоупругая несжимаемая жидкость Кельвииа-Фойrта занимает про· 
гтра.нство между двумя ера.щающю.r:ися коаксиальными цилиндрами бесконеч-
ной длины. в даииой ситуации огра.иичениую область n с IR"' n = :2, ~;. 1 
(с кусочно-гладкой грающей) выбирают та.к, чтобы на части ее границы д1П 
(лежащей, на.пример, при n = З на двух плоскостях а и (3, перnенд11куляр· 
ных оси цилиндров) выполнялось условие периодичности (т.е. v(x, t)l;;пna = 
L' \%, t)laпno ' an n (а u fJ) = д~!1 'Vt Е m.). Кроме того, выбирается некоторое 
стационарное решение u = ii(x) системы (2.9), удовлетворяющее на 81 11 усдоuию 
периодичности, а на ~П = 811\д~П - иео.циородвwu: условияw Дирихле (на.при­
мер, течение Куатта). и исследуется дииа.'1.П!1<а. отклонения v = 11(.r,L) от ~того 
стационарного решения, вызвавного начальным условием. Поето~rу система (2.!J) 
приобретает вид 
{ 
( 1 - re'V2)t•1 = v'V2v-( v · 'V)ii-( ii · 'V)v-( v · 'V)v- '\' р, 
о= 'V. v. 
Рассматривается за.дача Тейлора 
v(.r,O) = vo(x) , "lz Е 11i 
v(x,t)=O, 'v"(x,t)E~11xffi; 
v(.r, f) удов.1етворяет ус,1ОВИ10 перИОдИЧВОСТИ ва д~{1 Х JR 
(2.11) 
(2.12) 
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дл.я системы (2.11). 
В п.2.8 исследуете.я задача Коши-дирихле дл.я систе:-.~ы уравнений 
к 
( 1 - reV 2 )t•1 = vV2v - (v · 'V)v + L 31'V2 ш1 - 'Vt' + /, 
о= "i1. 11, 
дt/1/ 
дt = v+a1w1, 
а1 Е IIC, 1=1, 2, ... , /\, 
1=1 
(2.13) 
моделирующей динамику несжимаемой в.яэкоупругой ЖИДl(ости Кельвина - Фойг­
та пор.яд1<а К > О. Параметры .:31 Е 1R+ , 1 = 1, 2, ... , /{, определяют врем.я 
ретардации (запаэдываии.я) давления. 
За.метим, что если в системе (2.13) положить К= О , то получим модель дви­
жения (2.9). 
В п.2.9 рассматриваете.я первал начальио-краева..я задача д;~л системы уравне­
ний 
r "'"-1 
(1 - reV2 )v,::: vV2v - (v. "il)v + L L А ..... 'V1w,,.,.-
-Vp+/, 0= V·v, 
дwm,O 
--;Jt"' = v + а,,.шm,О , т = 1, 2, ... , r, (2.14) 
дw,,. .• 
~ = SWm,.t-1 + amWrn,•, s = 1, 2, ... ' nm - 1, 
а.,. Е nt_, An,_. Е JR+, 
моделирующей ДИИ&МИ!<)' несжимаемой в.язкоупругой ЖИДJ<ости Ке.'lьвина - Фойг­
та высшего порЯДJ(а. Пара.метры А,,.,. определяют врем.я ретарда.ции (зада.зды­
ваии.я) давлени.я. 
Заметим, что система (2.14) .являете.я системnй более общего вида, чем систе­
ма (2.13) и тем болt:е (2.9). В моделях 2.6 - 2.9 соответствующий uператор ilrl 
.являете.я (L,и)-ограничениьш, причем любой ве1'Тор ф Е ker L \{О} имеет точно 
один .~! -присоедиие1D1Ый вектор. 
Треть.я rлава содержит результаты о разрешимости задачи (0.1), (0.2) в слу­
чае (L,р)-секториальиости оператора :\!. 
В п. 3.1 изучаете.я задача (0.1), (0.2) в предположении, что оператор /IJ сильно 
( L, р )-секториален. 
Пусть U и :F - баиа.ховы пространства, оператор L Е .c(U; :F), ker L =f 
{О}; оператор М Е Cl(U; :F). Через Им обозначим лииеал dom М. снабженный 
нормой гр11.фи:ка 111 • 111 = IJM · llF + 11 • llu· П)·сть оператор F Е С00 (Им; :F), фуикци.я 
/ Е C00(JЙ.+;:F). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.1. Ло'IСАJН'КЫМ р1:ше'Кuем (далее просто - решr.'Кuем) за­
дачи (0.1), (0.2) на.зовем вектор-фующию u Е С""((О,Г);Им), удовлетворяющую 
уравнению (0.2) и та~--ую, что н(t)-+ и0 при t-+ О+. 
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Пусть оператор М сильно (L,р)-секториален. Известно, что в это:d с,1учае 
решение задачи (0.1), (0.2) существует не для любого Uo Е И.\{, а ес.1и µешение су­
ществует, то оно может быть иеедииствеииым. Пое~тому введем два определения. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.2. Множество В' С Им х lfi+ назовем 1.:пнфигурац1Lомны.м 
nрострамством уравнения (0.2), если для любой точки uo Е И . .,, TllJ\OЙ, что (н0 , О) Е 
8° существует единственное решение задачи (0.1), (0.2), причем (u(l).t) Е 8 1• 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.3. Пусть пространство И расщепляется в прямую сумму 
И= Ио 11) И1 так, чтобы ker L С Ио. Решение и= v + w, rде v(t) Е Ио , а ш(t) Е И1 
11ри всех t Е (О. Т), уравнения (0.2) назовем 1евазистаци<1мармо-й т~олутраекторией, 
если Lv =О. 
ЗАМЕЧАНИЕ 3.1. Если В' =В х lR+, где 8 С Им, то множество В называет­
ся фазовым nрострамством уравнения (0.2). Введенное в определении З.З пuнятие 
~свазuстационармой nолутрает.:торuи обобщает понятие ~свазиста·ц·ионарной mpa-
eicmopuu, введенное для динамического случая. 
В силу того, что оператор М сильно (L,р)-секториалеи, пространства И и :F 
расщеПЛЯЮТСЯ В Прямые с;>'ММЫ И = U° ffi И1 1 :f' = pJ $ :f'1 , Где 
И°= {<р Е И: U'cp =О 3t Е IR+}, :F° = {Ф Е :F: F'Ф =О 3t Е IR+} 
ядра, а 
И1 = {u Е U: lim U'u = u}, :F1 = {/ Е :F: lim F'f = /} 
с-о+ с-о+ 
обра3111. аиалитичесюа разрешающих полугруrm 
и•=~ f R{;(M)e"'dµ, 
-ir1 lг F' = -
1
-1 LL( \J)e"1dµ 2 . " • ' 11'1 г 
(Гс s&.4 (M) - контур такой, что argµ-+ ±0 при Jµ/-+ +оо) шn~ейиоrо одно­
родного уравнения (0.7). 
Обозиачиы через L•(Mt) суже1D1е оператора L(M) на и• (И• 11 dom М), k = 
О, 1. Тогда Lt : иt -+ :г-•, Mt : и• n dom М -+ :Fk, k = О, 1, nричг~1 сркен11я Мо 
и L1 операторов М и L на пространства и0 n dom :'vl и И 1 <:оотвстствсиио яв.1я­
ются линейными непрерывными операторами и имеют оrраничеН!IЬlе обратные 
операторы. Эти результаты следуют иэ п.n. 1.5 и 1.6. 
В си,1у етих результатов приведем задачу (0.1), (0.2) к е~квивалентной форме 
RV.0 = u0 + G(11) + g(t) 
u1 = Su 1 + Н(и) + h(t) 
u0(0) = ug, 
u1(0) = !1~, (3.l) 
где ut Е и•, k = О, 1, и = u0 + u1, операторы R = М01 L0 , S = L\ 1 ,'v/1 , G = 
Jf(j1(/ - Q)F, н = L\ 1QF, g = .'vlij1(1 - Q)f, h = L\ 1Qf. 
Здесь Q Е .C(F)(:: .C(F; F)) - прое1<тор, расщепляющий пространство :F тре­
буемым образом. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3.4. Систему уравнений (3.1) назове..-.~ -нор.А<ал;1<оu фор ... 1ой 
уравнения (0.2). 
В ,.::альнеfiшем ограничимся изучением таких ква.э11стационариь:х пuлутр11.екто­
рий уравнения (0.2), для которых Ru0 :=О. для етого предпо,1ожим, что оператор 
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R - бирасщеn.11Jf10щ·ий. Положим U00 = ker R. а через U01 = U0 e.U00 обозначим не-
1<оторое дополнение!< подпространству и00 • Тогда первое уравнение нормальной 
формы (3.1) редуцируется к виду 
Rй.01 = u00 + u01 + G(u) + g(t),гден = u00 + u01 + и 1 • 
ТЕОРЕЫА 3.1. Пуст• 011ератор i'vl сwн7'о (L,p) -се~торш1.ле7', а оператор R 
- бupacщenAJ1'10щuu. Пуст• существует ~вазr1ста14ио7'аршu noлyтpaeLmop1LJ1 и = 
u(t) ypaв7'ewwr (0.2). Тогда о"а удовлетворяет соот7'оше7'wrМ О= u00 +u01 +G(u)+ 
g( t ), u01 = const. 
Теорема 3.1 устанавливает необходимые условия существования квазистацио­
нарной полутраектории уравнения (0.2). ПерейдеJ.I к расс:мотревию достаточных 
уСJIОВИЙ. 
Известно, что при условии сильной (L,р)-секториальности оператора М опе­
ратор S секториален. Значит, он порождает на И1 аналитичес1<ую полугруппу, 
которую мы обозначим через {И: : t ~О}, так 1<ак в действительности оператор 
и: есть сужение оператора и• ва И1 • 
Из того, что и = И° Е!Э И 1 следует, что с~·ществует проектор р Е ,С(И), СО· 
ответствующий данному расщеплению. Можно показать, что Р Е {,,(Им). Тогда 
пространство Им расщепляется в прямую cy~L'-IY Им= Иg,rf!И).,, так, что вложение 
UZ, с и1r, k =О, 1, плотно и иепрерывио. 
ТЕОРЕМА 3.2. Пуст• оператор М cUA•7'o (L,p) -ce~opuue7', оператор R 
- бupacщenAJl'ioщu'li, оператор F Е С00(Uм; F), а ве~тор-фу"~ЧUЯ / Е C00(JR+; F). 
Dуст• 
(i) в 7'eicoтopoil о~срестиостu о ... С Uм точ1Сu u0 выпол7'еио соотиоше7'ие 
О= ug1 + (l-Pн)(G(u00 + ug 1 + u1 ) +g(t)); 
(ii) прое~стор Рн Е {,,(И~), и оператор 1 + PnG:g : U'{/ -+ И~:/ - тоnлu7'ей7'ый 
изоморфизм (Ur/ = Им n И°°); 
(iii) для а7'а.лuтичес~сой полугруппы {и: : t ~О} вьr.пол7'е7'о условие 
{' llC!!ic(U':U' )dt < ~ lo .v 't/т Е JR.+. 
Тогда существует еди7'стве7'7'Ое реше7'uе задачи (0.1 ), (0.2), 1влs10щеесs ~сва· 
зистач ио7'ар7'ой полутрае~сторuей урав"е"ия ( 0.2 ). 
Теперь пусть U1r и F1r - баиаховы пространства. операторы A1r Е ДИ1r, F1r), а 
операторы 81r Е Cl(U1r, F1r), k = 1, 2. Построю.r пространства U = И1 х И1 , F = 
F1 х F1 и опf'раторы L = А1 ® А1 , ,\11 = 8 1 ~ 8 1• По построению оператор L Е 
{,,(И; F), а оператор М Е Cl(U; F), dom М = dom В1 х dom 8 1 • 
ТЕОРЕМА 3.3. Пуст• операторы 811 сuл•"о ( . .\1r, p1r) -ceirn1opua.л•7'ы, k = 1, 2; 
причем р1 ~ P'J· Тогда оператор М CUAa7'o (L,PJ) -ce'fo.-mopuueи. 
В п.З.2 исследуется задача Коши-Дирихле .:1ля системы уравнений 
{ 
( 1 1 1 1 - ,\ 'V )v, = 11'V v - (v. v)v - р - 9-,(} + f ' 
О= 'V(V' · v), 
fJ1 = Pe'V10 - v · 'VO + v ·; + Jl, 
(3.2) 
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которая моделирует аволюцию скорости v = (v1, Vz, ... , v0 ), u; = v;(x. t), гра­
диента давления р = (р1 , Pz, ... , Pn), р; = p;(x,t) и температуры 8 = O(x,t) 
простейшей ненъютоновской жидкости - несжимаемой вязкоупругой жидкости 
Кельвина-Фойrта нулевого порядка. Параметры Л Е 1R, /1 Е 1R+ характеризу­
ют упругие и вязкие свойства. жидкости соответственно, а параметр ге Е 1R+ 
характеризует теплопроводность жидкости; g Е 1R+ - ускорение свободно­
го падения; вектор 7 = (О, ... , О, 1) - орт в 1R"; свободные члены r1 = (/{, . ", /~). Л = Ji(x,t), /2 = /2(x,t) отвечают внешнему воздействию на 
жидкость. 
В данном пара.графе исс:1едуется разрешимость первой начально-краевой за-
дачи 
v(x, О)= vo(x ), 
v(x,t) =О, 
дл.я системы (3.2). 
8(.r,O) = Во(х), 
IJ(x,t)=O, 
'Vx Е П; 
'V(x, t) е дn х 1R+· (3.3) 
Доказана. теорема существования едивствеиного решени.я задачи (3.2}, (3.3), 
явл.яющегося квазистационарной полутраекторией. В ~той ситуации оператор 
i\1 .явл.яетс.я сильно (L, 1)-секториапьиым. дается описание конфигурационного 
пространства рассматриваемой задачи. 
В п. 3.3 и п. 3.4 исследуете.я задача термоконве!ЩИИ несжиыаемой вязхоупру­
гой жидкости Кельвина - Фойгта ненулевого и высшего порядка соответственно. 
Здесь оператор М Ta.JOl<e .явл.яется сильно (L, 1)-сехториальиым. даны полные 
описания конфигурационных пространств ухаэаниых прЮ<Jiадных задач. 
Автор выражает глубохую благодарность научному хонсульта.нту профессору 
Георгию АнатоJIЬевичу Свиридюху за посто.яиное ВИЮ4аНИе х работе и миогочи­
слеННЬiе беседы, способствовавпше ее написанию. 
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